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Mé dau

Cho C = {C1,Cs,...,Cp,} 1a mot ho cidc ma tran vuong cip n
v6i cdc phan tit trong trudng IF, v6i F 1a trusng s6 thuc R hay trudng
s6 phttc C. Néu ton tai ma tran khong suy bién R sao cho R*C; R 1a
céc ma tran chéo, thi ho C dudc goi 1 chéo héa tuong ding dong thoi
dugc, trong d6 R* 1a chuyén vi lién hgp ctia R néu C; 1a céc ma tran
Hermite va don gian 1a chuyén vi ctia R néu C; hoic 13 ma tran dbi
xting phtic hodc 1a ma tran déi xtmg thuc. Hon nita, néu ton tai mot
ma tran khong suy bién S sao cho S~'C;S 14 ma tran chéo, v6i moi
i=1,2,...,m thi ho C dugc goi 1a chéo héa dong dang dong thoi
duge, viét tat 1a SDS. Dé thuan tién, trong sudt ludn 4n nay ching
toi stt dung “SDC” 14 viét tat clia “simultaneously diagonalizable via
congruence” hoac la “simultaneous diagonalization via congruence”
néu khong c6 st nham 1an nao phat sinh. Bai toan SDS da duge gidi
tron ven nhung bai toan SDC van 13 mét bai todn mé trong mot sd
trudng hop. Bai toan SDC cho C ¢ nghia 13, bing mot phép bién ddi
cd s6 r = Ry, cac dang toan phuong z*C;2 dong thdi c6 dang chinh
téc. Cu thé, néu R*C;R = diag(a1, aya, - .., Qi) 1la ma trdn chéo
véi cac phan ti trén dudng chéo 1& ay1, ago, . . . , Qin, thi 2*Ciz duge
bién d6i thanh téng céc binh phuong y*(R*C;R)y = Z;L:l aijly;|%,
v6i moi i = 1,2,...,m. Day 1a mot trong nhiing tinh chit két noéi
tinh SDC ctia ho ma tran véi nhiéu tmg dung, chdng han nhu, trong
giai tich bién phéan [31], xit Iy tin hiéu [14],[52],[62], co lugng tit [57],
phan tich hinh dnh y té [2],[13],[67] va nhiéu tmg dung khic. Dac
biét, bai todn SDC dé xuit mot cich tiép can day hita hen cho viéc
giai cac bai todn qui hoach toan phuong véi cic rang budc toan
phuong (QCQP) [5],[17],[74]. Trong cdc nghién citu gan day cla
Ben-Tal and Hertog [6], Jiang and Li [37], Alizadeh [4], Taati [54],
Adachi and Nakatsukasa [1], tinh SDC ctia hai hodc ba ma tran dbi
xting thuc duge ing dung hiéu qué trong gidi bai todn quy hoach
toan phuong v6i mét hoac hai rang budc toan phuong. Ben-Tal and
Hertog [6] da chi ra rang néu cdc ma tran ciia ham muc tiéu va
ham rang budc la SDC thi bai toan QCQP vé6i mdt rang budc toan



phuong cé thé duge viét lai nhu bai toan nén béc hai 161 (SOCP);
bai todn QCQP véi hai rang budc toan phuong ciing c¢6 thé bién
ddi tuong duong vé bai toan SOCP véi viéc bo sung céc gia dinh
phit hop. Ta biét rang bai toan SOCP 16i cé thé duge giai hiéu qua
bdi cac thudt toan c¢é dd phic tap da thitc [4]. Jiang va Li [37] tng
dung tinh SDC dé giai mot sb 16p bai toan QCQP, cu thé 1 bai
toan mieén tin cdy suy rong (GTRS), titc 1a bai todn QCQP véi mot
rang budc toan phuong va cic bién thé ctia n6é. Dang thuan nhat
ciia QCQP duge dua vé bai todn quy hoach tuyén tinh néu cdc ma
tran 14 SDC. Salahi and Taati [54] d& dua ra mot thuat todn hidu
qué dé gidi GTRS théng qua diéu kién SDC. Ciing véi diéu kién
SDC, Adachi and Nakatsukasa [1] da tinh khodng x4c dinh duong
I.(Cy,Cy) = {ueR: Cy+pCy > 0} clia ma tran chum Cp + uCy va
dua ra mot gidi thuat dua trén gid tri riéng cho bai toAn GTRS khé
thi va xéc dinh, ttc 13, bai toan GTRS théa man dicu kién Slater
va I. (Cy,Ch) # .

Nhitng tng dung quan trong d6 1 doéng luc dé tién hanh
nghién citu “bai todn SDC”: Tim diéu kién ctia {C1, Cy, ..., C,,} dé
dam bao su ton tai cia mot ma tran R lam chéo héa dong thdi céc
ma tran nay, bao gdm bai todn SDC clia cdc ma tran déi xtng thuec
[27], [37], [41], [65], [70], bai toan SDC ciia cdc ma tran d6i xing
phiic [11], [34] va bai toan SDC cla cdc ma tran Hermite [7], [34],
[74]. Tuy nhién, d6i véi ma tran thue, két qua SDC t6t nhat cho dén
nay chi c¢6 thé gidi quyét duge cho hai ma tréan, trong khi trudng
hop nhiéu hon hai ma tran chi gidi quyét duge dudi diéu kién ton tai
t6 hop tuyén tinh nita xdc dinh duong cia ma tran chiim [37]. Bai
todn SDC cic ma tran phitc, bao gom cic ma tran déi xtmg phiic
va céc ma tran Hermite, c6 thé bién déi tuong duong véi bai toan
chéo héa dong dang dong thdi cdc ma tran (SDS) [7], [8], [11], [74].
Tuy nhién, cic két qua dat dudc khéng bao gom gidi thuit tim ma
tran R, ngoai trit trudng hop hai ma tran déi xtng thue dude giai
bdi Jiang and Li [37]. Nhitng van dé chua dudc gidi quyét néi trén
sé dugc ching t6i nghién citu trong ludn an nay, dac biét la viéc tim



gidi thuit deé tim ma tran R néu nd ton tai.

C6 thé xem bai todn SDC lan dau tién duge nghién cttu béi
Weierstrass [70] vao 1868. Ong dy da dua ra diéu kién di cho tinh
SDC ctia mot cip ma tran d6i xtmg thue. T d6, mot sb tac gia da
mé rong két qua nay nhu Muth 1905 [45], Finsler 1937 [18], Albert
1938 [3], Hestenes 1940 [28], va mot s6 cong trinh khac, chdng han,
[12],127], [29], [30], [34], [44], [65]. C4c két qua dat dudc clia hai ma
tran cé thé tém luge nhu sau. Hai ma tran Cy, Cy, v6i C; khong suy
bién 14 SDC khi va chi khi C7*Cy chéo héa dong dang duge [27],
[64], [65]. Néu ca hai ma tran déu suy bién thi cdc két qua dat duge
chi 1a diéu kién di. Cu thé:

a) Néu ton tai i, u2 € R sao cho piCy + paCy > 0, thi O, Cy 13
SDC [30], [65];

b) Néu {z e R" : 2701z = 0} n {x e R" : 27 Coz = 0} = {0} thi
C1,Cs 14 SDC [44],[59],[65].

Dinh 1y Finsler [18] (nam 1937) da chi ra rang diéu kién a) va
b) tuong duong khi n > 3. Phai dgi dén nam 1970, Hoi [74] va 1980,
Becker [5] lam viéc doc 1ap da dat duge diéu kién can va dt cho mot
cip ma trdn Hermite 13 SDC. Tuy nhién, két qua trén khong con
diing khi c6 nhi¢u hon hai ma tran. Vao nam 1990 va 1991, Binding
[7], [8] dua ra céc dicu kién tuong duong dé mot ho hitu han cdc ma
tran Hermitian 13 SDC. Céc dieu kién nay c6 lién quan dén bai todn
gia tri riéng suy rong va mién gia tri clia cdc ma tran Hermitian
da cho. Tuy nhién, téc gia van chua dwa ra duge giai thuat dé tim
ma tran tuong déng R. Vao nam 2002, Hiriart-Urruty va M. Torki
[29] va sau d6, vao ndm 2007, Hiriart-Urruty [30] dua ra bai todn
SDC nhu mot bai toan mé: Tim nhing diéu kién hop I va co thé
“cdm nhan duge” doi vdi Cy,Ca,...,Ch, dé chiing chéo héa tuong
ddng dong thoi duge. Vao nam 2016, Jiang va Li [37] da dua ra diéu
kién can va da dé mot cap ma tran d6i ximg thuce 1la SDC va dua

ra gidi thuat tim ma trdn R néu né ton tai. Tuy nhién, ching t6i
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nhan thay rang két qué ciia Jiang va Li [37] vAn chua day dua. Mot
trudng hop con thiéu chua duge xem xét trong bai bdo ctia ho sé
duge bd sung trong ludn 4n nay. Ddi v6i trudng hop nhiéu hon hai
ma tran, Jiang va Li [37] da dua ra diéu kién can va di dé ho ma
tran 14 SDC dudi diéu kién ton tai t6 hop tuyén tinh nita xdc dinh
duong clia ma tran chiim. Sau két qua nay, mot cdu héi mé van can
cau tra 16i: Gidi bai todn SDC cia ho nhiéu hon hai ma tran déi
zitng thuwe ma khong can diéu kién ton tai to hop tuyén tinh nia zdc
dinh duong cida ma trgn chum? Vao nam 2020, Bustamante va cac
cong sut [11] da dua ra diéu kién can va di cho ho cdc ma tran doi
xtmg phitc SDC bing céch chuyén bai todn SDC vé bai toan chéo
héa dong dang dong thdi duge (SDS) clia ho cdc ma tran lién quan.
Mot giai thudt gom hitu han budc xdc dinh ho ma tran dbi xiing
phtic c6 SDC hay khong ciing dugde dua ra. Tuy nhién, két qua SDC
clia cdc ma tran d6i xing phitc néi chung khéng ding véi cic ma
tran doéi xtmg thuc. Nghia 13, mic di cdc ma trdn Cq,Cs,...,Chp
14 cdc ma tran ddi xing thuc nhung cdc ma tran R va RTC;R c6
thé 1a phtic, xem Vi du 16 [11], va Vi du 2.1.7. R6 rang, tinh SDC
clia cdc ma tran ddi xtng phtc ciing khong 4p dung duge cho céc
ma tran Hermite, xem Pinh 1y 4.5.15 [34], Vi du 2.1.7. Hon niia,
nhu da néi & trén, bai toan SDC cdc ma tran dbi xiing phtic khong
tuong duong véi viee ddi co s cho mot ho toan phuong phiic. Viée
ddi co s6 nay 1a SDC ciia ho ma tran Hermite qua phép tuong diing

chuyén vi lién hop.

CAu tric clia Luan 4n nhu sau. Trong chuong 1, chting toi
trinh bay mot sé khai niém lién quan dén bai todn SDC va SDS.
DPong thai chiing t6i tém luge céc két qua da dat dugc cho dén nay
clia bai todn SDC, bao gom bai todn SDC cidc ma tran dbi xtng
thue, déi xing phitc va Hermite. Chuong 2 trinh bay hai phuong
phép gidi bai toan SDC cac ma tran Hermite va mot phuong phap

giai bai toan SDC cic ma tran ddi xtmg thuc.

Céc phuong phap gidi bai toan SDC cidc ma tran Hermite



dya trén két qua ctia bai bdo [42]. Nhitng déng gép chinh clia phan

nay nhu sau.

e Chiing tbi phét trién cac diéu kién can va di (xem Dinh 1y 2.1.4
va 2.1.5) d6i v6i ho hitu han cdc ma tran Hermite dé chéo héa #-
tuong déng dong thoi duge. Cac chimg minh chi sit dung cong cu

Tinh todn ma tréan;

e Mot dicu thd vi 13, mot trong cic diéu kién tuong duong dugc
chi ra trong Pinh Iy 2.1.5 yéu cau su ton tai cia nghiém xéc
dinh duong ctia mot hé phuong trinh tuyén tinh trén cdc ma tran
Hermite. Diéu nay gitp ta c¢6 thé st dung phép quy hoach nita
x4c dinh (SDP) (vi du, SDPT3 [63]) dé kiém tra tinh SDC ctia
mot ho cdc ma trdn Hermite. Trong trudng hgp cdc ma tran la
SDC, nghia 13, nghiém x4dc dinh duong néi trén ton tai, ching
t6i 4p dung phuong phap Jacobi-like [10], [43] dé chéo héa ddng
thoi cdc ma trdn Hermite giao hodn d6i mdt la dnh cla cdc ma
tran ban diu qua phép tuong ding xéc dinh béi cin bac hai clia
nghiém xéc dinh duong néu trén. Tic la, bai toan SDC cdc ma
tran Hermite dudc gidi xong. Mot diéu thi vi nita 13, két qua nay
ciing diing cho cdc ma tran dbi xtmg thiuc. Day 13 bai todn ton tai
lau dai dugce dé cap dudi dang mot bai todn mé trong [30]. Hon
nita, két qua nay ciing duge stt dung dé giai bai toan SDC cho ho
ma tran vudng bat ki bang cich phan tich ching thanh tdng ciia
phan Hermite va phan phan Hermite (xem Dinh 1y 2.1.6);

e Mot sé diéu kién tuong duong khéc ctia tinh chat SDC doi hoi
xdc dinh hang cuc dai clia mdt ma tran chtum Hermite (DPinh 1y
2.1.2), chiing t6i da dé xudt giai thuat tua- Schmiidgen (Thuét
toan 2) dé tim hang cuc dai nay. Phuong phap nay ciing cé thé
dugc 4p dung trong mot s6 bai todn SDC khéc, vi dy, trong [11];

e Cubi cling chiing téi dwa ra cdc thudt todn ma trong d6 thut toan
chinh 1a Thuat toan 6 gidi bai todn SDC cdc ma tran Hermite.
Ma MATLAB tuong tng cho cac thuat toan cung duge ching t6i



trién khai. Thudt todn chinh gom hai buéc c6 thé tém tit nhu
sau: Cho C4,...,C,, € H",

Budc 1: Kiém tra sy ton tai mét ma tran P xac dinh duong
bang viéc giai hé phuong trinh tyén tinh trong Pinh 1y 2.1.5 iii).
Péng gép chinh clia chiing t6i 13 & phan nay.

Bu6c 2: Néu ton tai moét ma tran P nhu thé thi 4p dung
Thuit todn 5 [10], [43] dé tim ma tran unita V' 1am chéo héa dong
thoi cic ma tran Hermite giao hodn ~/PCiN/P,i=1,...,m.

Phan con lai ctia Chuong 2 dya vao két qua trong [49], dua
ra mot thuat toan khic dé giai bai toan SDC céc ma tran ddi xing
thuc. Dinh ly 2.1.5 ciing diing cho céc ma tran doi xing thuc, tuy
nhién, ching t6i nhan thiy ring, ki thuit phan tich hai ma trén
ctia Jiang va Li [37] c6 thé phét trién thanh phuong phip xay dung
va quy nap dé giai bai toan SDC ho ma tran ddi xtmg thuc C, véi
m > 3, va phuong phap nay cé thé t6t hon phuong phap 4p dung
Dinh 1y 2.1.5 va dung SDP, xem Vi du 2.2.2. Phuong phép nay duge
tém tit nhu sau.

Xét ho ma tran déi xiing thuc C trong hai trusng hop: ho
khong suy bién, ki hiéu béi C,, khi it nhat mot trong cic ma tran
C; € C la khong suy bién, trong trusng hop nay, khéng mat tong
quat gid st rang C; 13 ma tran khong suy bién, v ho suy bién, ki
hiéu béi C,, khi tat ci cic ma trén trong C khac khéng nhung suy
bién. Dbi v6i ho C,,, dau tién 1ap luan cho hai ma tran {Cy, Cy}; néu
C; va Oy 14 SDC thi mét ma tran QY duge xdy dung & vong lip
dau tién sao cho 02(1) = (QMTC,Q™M 1a mot su biéu dién khong
tuyén tinh (non-homogeneous dilation) ctia Cfl) = (Q@MNTC,QMW),
trong khi Ct" 1= (QM)7C;QM,j > 3 ¢6 cing cAu tric khéi voi
M| xem B8 dé 2.2.2 va Nhan xét 2.2.1 & dudi. O vong lap thit hai,
(M, ey duge kiém tra; néu ¢V 5 13 SDC thi Q@ duge xay
dung sao cho C§2) = (Q(z))TC?()l)Q@) va C§2) = (Q(z))TCél)Q(Q)
biéu dién khong tuyén tinh ciia C:fZ) = (Q@))TC{I)Q(Q). Tiép tuc,



(C? 0} duge xét & bude thit ba; va cit tiép tuc nhu thé. Nhitng
két qua nay duge trinh bay trong muc 2.2.1. Déi v6i ho Cy, ta bt
dau vé6i {C1, Cs}. Néu Oy, Cy 1a SDC, tim mot ma tran khong suy
bién U; sao cho

CA(1 = UiTClUl = diag((cll)plaon—p1)7pl <n,
ég = U]’_I‘CQUl = diag((Cm)pl,On,pl)

v6i (C11)p, , (Ca1)p, 18 SDC vA (Cay)p, khong suy bién. O vong lip
thit hai, ta xét tinh SDC ctia €1, Cy v O3 = U C3Uy. Néu ching

SDC, tim mo6t ma tran khong suy bién Us sao cho

Cy == Uy C1Uz = diag((C11)pys Onp, ), P1 < P2,
Cy 1= Uy CyU, = diag((Ca1)py, Onp,),
é3 = UgégUQ = diag((031)p2,0n,p2)

v6i (C11)psy (C21)pys (Cs1)p, 18 SDC va (C31),, khong suy bién; va
ctt tiép tuc nhu thé. Bang cich nay, ta chi ra rang néu C, 1a SDC,
mot ho méi duge tao ra C; = {C,Cy,...,Ch} sao cho C; =
diag((Ci1)ps0n—p);p < n, va (Cpn_1)1), khéng suy bién. Quan
trong hon, ho da cho Cs 14 SDC néu va chi néu (C11)p, -+, (Crna)p
1a SDC. Vi viy, viéc nghién citu tinh SDC ctia ho suy bién dugc
chuyén vé viéc nghién citu tinh SDC ciia ho khéng suy bién; xem
Dinh 1y 2.2.3.

Chuong 3 trinh bay mét sé tmg dung ciia két qua SDC. Pau
tién, ta khai thac tinh SDC ciia hai ma tran déi xtng thuc Cq, Cs
dé tinh khodng nita x4c dinh duong I (Cy,Cs) = {pe R : C; +
pCs > 0} clia ma tran chtim C; + pCy. Néu Oy, Cy khong SDC, thi
I.(C1,Cy) c6 nhiéu nhat mot gia tri g, con néu Cp,Cy 14 SDC va
I.(C1, Cy) khéc réng thi né c6 thé mot diém hoiic mot khoang. Mai
trudng hop gitp ta phan tich bai todn GTRS vé dang khéng bi chin
dudi, c6 duy nhat nhan ti Lagrange hodc c6 mot nhan ti Lagrange
téi wu p* trong khodng da cho, ma mot p* nhu thé sé dudc tim
bang thuit ton chia déi. Két qua nay dua trén két qua ctia bai bao
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[47]. Ung dung tiép theo 1a giai bai todn QCQP c6 dang

min  z7Ciz + 2aTx
st. 2TCix +2ala+0;,<0,i=2,...,m,

(QCQP)

véi a; € R™,b; € R. Néu cic ma tran C; trong ham rang budc va
ham muc tiéu 1a SDC, bai todn QCQP sé duge ndi 16ng vé bai toin
SOCP 16i. Nhin chung, su néi 1éng sé& lam cho gid tri t6i wu ciia
bai todn ndi 1éng SOCP 156i bé hon gid tri t6i wu clia bai todn gbc
QCQP. Céc trudng hop néi léng ma gid tri toi wu clia bai todn néi
16ng SOCP 15i bang gia tri t6i wu ciia bai toan gbc QCQP s& dugc
trinh bay trong chuong nay. Cu thé, néu cic ma tran C; 1a SDC va
QCQP thuan nhat thi QCQP sé& dugc dua ve bai todn quy hoach
tuyén tinh sau khi thitc hién hai bude d6i bién. Mot trudng hop dic
biét ctia QCQP thuan nhat, dé 1 cuc tiéu ciia haim muc tiéu toan
phuong véi hai rang budc toan phuong thuan nhat dudc xét trén
mit cau don vi [46], néu cdc ma tran 1a SDC thi n6 suy bién thanh
bai todn quy hoach tuyén tinh trén moét don hinh. Cubi ciing, ching
t6i chi ra mot ng dung cho viée gidi bai toin ti s6 Rayleigh suy

rong.



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

1.1 Mot sé khai niém chuin bi cho giai
bai toan SDC

Ching ta bit dau biang mot s6 khai niém:

e Céc ma tran C,...,C,, € H" dugc goi 13 SDC trén C, viét
tat *SDC, néu ton tai mot tran khong suy bién P e C**"

sao cho méi P*C; P 1a chéo trén R™"X";

o Céc ma tran Cy,...,C,, € 8" dudc goi la SDC trén R, viét
tat R-SDC, néu ton tai mot tran khong suy bién P e R™*™
sao cho mdi PTC;P 1a ma tran chéo trén R™*™;

o Céc ma tran Cy,...,C,, € S*(C) dugc goi 1a SDC trén C néu
ton tai mot tran khong suy bién P € C"*" sao cho mdi PTC; P

14 ma tran chéo trén C"*™, viét t&t 1a C-SDC.



1.2 Céc két qua vé SDC da dat dudc

B6 dé 1.2.1. ([27], p.255) Hai ma trin Cy,Cy € 8™, véi Cy khong
suy bién, la R-SDC khi va chi khi 05102 dong dang vdi moét ma

tran chéo thuc.

B6 dé 1.2.6([37], B6 dé 5) Vdi hai ma trin Cy,Cy € S™, suy bién,
0

luén ton tai mot ma tran khéng suy bién U sao cho

A:=UTC,U = ( A Opxnep) ) (1.1)

(n—p)xp On—p
va
By Opxq D2
B:=UTCU=| 04xp Bz Ogxr | (1.2)
BY 0,4, O,
vdi p,q,r = 0,p+q+1r =n, A1, B3 ld cdc ma tran chéo khong suy

bién.

B6 dé 1.2.8. Cho Cy,Cy € S", khdc khong, suy bién vdi hang

rank(C1) = p < n. Luén ton tai mét ma tran khong suy bién Uy sao

cho
) (C11)p 0
Cy = UlTCl U, = khd nghich va chéo ) (13)
0 On—p
Cy = U{ CyU; = (CQ;)p Caz ; (1.4)
Cyp  Onyp
hodgc
(Ca1)p 0 Cas
G =vlcu = | 0 (Cao)sy 1 s
khd nghich va chéo
CL 0 On—p—s,

10



véi 81 < n—p. Néu sy =n —p tht Cos khong ton tai.

B6 dé 1.2.9.([37], Dinh 1y 6) Hai ma trin suy bién C; va Cy,
tuong tng ¢ cdc dang (1.1) va (1.2), la R-SDC khi va chi khi Ay
vd By 1d R-SDC vd By =0 hogcr =n—p—s; =0 (By khong ton
tai).

Dinh 1y 1.2.1. Cho Cy,Cy € S™ suy bién. Gid st Uy la ma trdn
khong suy bién sao cho C, = ufciU; va Cy = UL CyUy ¢6 dang
(1.3) wa (1.4) trong Bo dé 1.2. Khi dé, Cy va Cy la R-SDC' khi va
chi khi Ci1, Ca1 la R-SDC vd Cag = Opxr, v3i T =1 — p.
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Chuong 2

Giai bai toan SDC cac
ma tran Hermite va cac

ma tran dbi ximg thuc

2.1 Bai toan SDC cac ma tran Hermite

2.1.1 Phuong phap hang cuc dai

Dinh 1y 2.1.1. Cho € = &€(\) € F[A]"*" ld cdc ma trgn Hermite,
nghia la, €(A)* = €(N\) vdi moi A € R™. Khi dé ton tai cic ma trin
da thite X4, %_ € F[\]"*" va cdc da thite b,d; e R[\],j =1,2,...,n
(chii § b,d; luén thuc tham chi F la truong phic) sao cho

X X =X_%, =1, (2.1a)
b = X, diag(dy, da, . . ., d,)X*, (2.1b)
X_ex* = diag(dy,ds, ..., dy). (2.1¢)

12



k
o ]
Cp g = : B € = ag(ar, — BB, b = [ [ au,
ﬁk Q:k: t=1

ot 0 aplp_q 0
Xpr =X (1)1 X = XKoo,
ket (k—1)+ < 0 Vs ) k < 0 i > (k—1)

diag(dy,da,...,d_1,d ~
xk_e:xzz< lag( 1, U2, y Uk—1, k) 0 >:: th’

0 C
(2.2)
40 (6% 3 0
vl YD+ = va
( 0¥ ok )
k
dy=of,dj=ao} [[ ofi=12... k-1 (2.3)
t=j+1

Pinh 1y 2.1.2. S dung cic khai niém trong Dinh g 2.1.1, va gid
st € trong (2.2) la chéo nhung moi €, t =0,1,2,...,k—1, khong
la ma tran chéo. Xét su cdi tién cia (2.2) nhu sau

o B -
Cr_q = N , Cr = Cr — B )
k-1 (5: & ) k= ap(arCy — B Br)

Ik,1 0 (692 0
X = X — = )

k ( 0 D ) (k1) D+ (iﬁ;" akInk>
X ex: — diag(a%,a%,...,azfl,a‘z) 0 — ék,
0 (S
(2.4)

Hon nia, ditd; = o3,i=1,2,...,k, va € = diag(dk+1,dkt2,---,dn),
dj e R[A],j = 1,2,...,n, va mot vii dgr1,dg12,--.,d, co thé biang
khong. Piéu sau ddy ding.

(i) ay chia hét ayyq (va do dé dy chia hét dyyq) véi moit < k—1,

va néu k < n, thi ay chia hét moi d;,j > k.
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(ii) Ma tran chim €(\) ¢é hang cuc dai la r khi va chi khi ton tai
mot hodn vi sao cho €(\) = diag(dy,da,...,d,,0,...,0), d;
khong dong nhat bang khong véi moij = 1,2,. .., r. Thém nia,
hang cuc dai cia €(\) dat duge tai X khi v chi khi a(X) # 0
néu € dong nhat bing khong hodc (I 1j_,., de(N) # 0 néu
¢ khong dong nhat bang khong.

Pinh ly 2.1.3. Cdc ma trgn I,C1,...,Cp, e H",m = 1 ld +-SDC
khi va chi khi chiing giao hodn. Hon nia, khi dieu ndy xdy ra, thi
cdc ma tran la «-SDC bdi ma tran unita (tuong dng, ma tran tric
giao) néu Cy,...,Cy, la phitc (tuong ing, la thuc).

Pinh 1y 2.1.4. Cho 0 # C4,...,Cy, € H" vdi dime ([~ kerCy)
=gq, (luén cé ¢ <n.)

1. Néu g =0, thi diéu sau ddy zdy ra:
(i) Néu det€()\) =0, vdi moi A € R™, thi Cy,...,Cp, khong
#-SDC.

(ii) Nguogc lai, ton tai X € R™ sao cho det€(\) # 0. Cdc
ma tran Cy,...,Cp, la #-SDC khi va chi khi €(\)~1Cy,
., €(N)TC,, déi mot giao hodn va moi E(N)T1C;, i =
1,2,...,m, dong dang vdi mét ma tran chéo thuc.
2. Néu g > 0, thi ton tai ma tran khong suy bién V sao cho
V*C,V = diag(Cy,0,),¥i=1,2,...,m, (2.5)

vdi 04 ld ma tran khong cap q va C; e H™ 4 vdi ﬂt 1 kerC, =
0. Hon nta, C1,...,Cy la x-SDC khi va chzkthl,Cg,...7Cm
la #-SDC.

2.1.2 Phuong phap SDP
Dinh ly 2.1.5. Cdc diéu kién sau day la tuong dvong:

14



(i) Cdc ma tran C1,Cs,...,Cp, € H" la %-SDC.

(ii) Ton tai mot ma tran khong suy bién P € C™ ™ sao cho P*C1 P,
P*CsP, ..., P*C,, P giao hodn.

(iii) Hé phuong trinh
C’Z)(C’J = CjXCZ', 1< <j <m. (26)
co mot nghiém X € H"® xdc dinh duong.

Hon nita: Néu C; la cde ma tran thuc thi cdc ma trdan tuong ting

P, X trong cdc diéu kién trén déu co thé ldy la thuc.
it H(A) = L(A+ A%); S(A) = L(A— A%). Ta c6 H(A) va
iS(A) déu 1 cic ma tran Hermite.

Pinh Iy 2.1.6. (xem, ching han, trong Muc 1.7, Bai toan 18 [35])
Cdc ma tran vuong Ay, ..., Ay € F"*" la «-SDC khi va chi khi
H(A),iS(Ay), t =1,...,m, ld #-SDC.

2.2 Phuong phap khac giai bai toan SDC

cac ma tran dbi xing thuc

2.2.1 Bai toidn SDC caic ma trian déi ximg thuc
khéng suy bién

Pinh 1y 2.2.1. Cho Cps = {C1,...,C,} € 8™, m = 3, ld ho cdc
ma trdan khéng suy bién, vdi Cy khd nghich. Gid st vdi moii ma tran
C’flCi dong dang véi mét ma tran thuc. Néu CijlCi déi zing vdi
2 <i<j<m, thi lubn ton tai ma tran khong suy bién thuc R sao

cho
RTCIR =diag(A;, Ag, ..., Ay),
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RTCyR =diag(a?A;,a3A,,...,a2A,), (2.7)

RTC, R =diag(a" A1, 0 Ay, ..., a™ Ay),
vdi A}s khong suy bién va doi zimg, ol t =1,...,s, ld cdc s6 thuc.

Dinh 1y 2.2.2. Cho Cps = {C1,...,Cp} € 8™, m = 3, ld ho cdc
ma tran khong suy bién, véi Cy khd nghich. Ho khong suy bién C,
la R- SDC khi va chi khi véi méi 2 < i < m, ma trdn C;lci dong
dang vdi mot ma tran thuc va Cijlci, 2 <i<j<m doéi ming.

2.2.2 Bai toan SDC cédc ma tran déi xiing thyc
suy bién

Dinh ly 2.2.3. Cho Cs = {Cy,...,Cp,} © 8™, m = 3, la ho
cde ma trgn suy bién, khdc khong. Néu C1,...,Cp_q la R-SDC
thi ton tai ma trdn khong suy bién thuc Q va vécto duong p =
(t1, po2y o v oy fim—2,1) € RTIl sao cho

él = QTle = diag((C’n)p,Un—p), p<nmn;
C~('m—l = QT(M‘H’L—Q(' ot C’m—Q) + Cm—l)Q = dia’g((c(mfl)l)pa On—P);
va
) Coi)y C.
Cn = TCm = ( mip " 5 2.8
Q0.0 ( i 0np> 29)
hodc
_ (le)p O C’m5
Cm = QTCmQ = 0 (Cm6)s 0 ) (29)
03;5 0 Onfpfs
e}
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o Cdc ma trgn con (Ci)p,i = 1,2,...,m — 1, ld cdc ma trin

chéo cing cap. Ddc biét, (Cim_1)1)p khong suy bién;
o trong (2.8), (Cp1)p doi ming;

o trong (2.9), (Cmi1)p doi zing, (Cimg)s chéo khong suy bién;
Cyns hodc la ma trgn c6 p x (n—p—3s) néu s <n —p hodgc ld

khong ton tai néu s =n —p.
Hon nita, ba phdt biéu sau ddy ld tuong duong.

(i) Moi ma trdn trong ho Cs la R-SDC;
(ii) Moi ma trgn trong ho Cs = {C4,...,Cp,} la R-SDC;

(iii) hodc cdc ma trgn con Ciy,...,Cpy vdi Cpa 6 dang (2.8) la
R-SDC va Cpa = 0; hodac cdc ma trgn con Ciy,...,Cmn1 vdi
Cm1 €6 dang (2.9) la R-SDC vad hodc Cyps = 0 hode Chys khong

ton tai.
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Chuong 3

Moét sb ting dung cta
cac két qua SDC

3.1 Tinh khoang ntra xac dinh duong

3.1.1 Tinh I.(C},C,) khi Cy, Cy 14 R-SDC

Pinh ly 3.1.1. Gid si C1,Cy € 8™ la R-SDC va Cy khong suy
bién. Vi Ai,...,\ la k gid tri riéng cia 05101 VO AN > ... > Ag.
1. Néu Cy >0 tht IZ(Cl,CQ) = [—)\k, +OO);
2. Néu CQ <0 th? 12(01702) = (—OO7 —)\1];
3. Néu Cy khéng xdc dinh thi

(i) Néu By,...,By > 0 vd Byy1,...,Bx < 0 vdi mét vai
te {1727-~-7k}7 thi 12(01702) = [_)‘t>_)\t+1];

(ii) Néu By,...,B; 1 > 0, B; khong xdc dinh va Byy1, ..., By
<0, thi 12(01702) = {_)‘t}v

18



(iit) Cdc truong hop con lgi, nghia ld hodc B;, Bj khong zdc
dinh véi mot vai i # j hodc B; < 0,B; > 0 vdi mot vai
i < j hodgc B; khong zdc dinh va B; > 0 vdi mot vas
i<j, tht I.(C1,C) = .
Dinh 1y 3.1.2. Gid st C1,Cy € 8™ la SDC, Cy suy bién va C;
khong suy bién. Khi dé

(i) Luén ton tai ma tran khong suy bién U sao cho UTCyU =
diag(B1,0),UTC1U = diag(Ay, A3), véi By, A la cic ma
tran déi ming cing cdp, By khong suy bién;

(ZZ) Néu Az >0 ch\Iz(Cl, CQ) = IZ(Al,Bl). Ngugc lai, 12(01702)
- Q.

Véi bat ki Cp,Cy € S, ludn ton tai ma tran khong suy bién
U sao cho:

N B o\ A A
CQZUTCQU=< ! Op );CleT01U=< ! 2)

Orxp Orxr Ag 0T><7“
(3.1)
hoac
_ Al Opxs A2
Cl = UTClU = Osxp A3 Osx(r—s) s (32)

Ag 0(’)“78))(8 O(rfs)x(rfs)
v6i Bi, Az 14 cdc ma tran chéo khéng suy bién. p,r,s = 0,p+7r = n.

Gia st Cy, Cy 1a SDC, khong mét téng quat, gia st Co, Cy da
SDC. Nghia la,

Cy = UTCU = diag(B;,0),C1 = UTCLU = diag(A;,0) (3.3)
hoac
Cy = UTCLU = diag(By,0),C, = UTCLU = diag(A1, Ag), (3.4)

v6i Ay, By 1a ma tran chéo ciing cip, B; khong suy bién.
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Dinh 1y 3.1.3. (i) Néu C5,Cy ¢6 dang (3.3) thi I.(Cy,Cy) =
I. (A1, By);

(ii) Néu Co,Cy 6 dang (3.4) thi I..(Cy,Cy) = I»(Ay, By) néu
Ay >0 va I-(Cq,Co) = J, trong trucng hop con lai.

3.1.2 Tinh I.(Cy,Cs) khi €, Cy khong R-SDC

Pinh ly 3.1.4. Cho C;,Cs € 8™ nhu trong Bo dé 3.1.2 va Oy, Cy
khong SDC. Khi dé cdic ménh dé sau ding:

(Z) Néu C1 >0 tht 12(01702) = {O},

(ii) Néu Cy * 0 wva ton tei mot gid tri riéng thue N cia Cy'Cy
sao cho Cy + (—N\)Ca > 0 thi I (C1,Cs) = {=N\};

(iii) Néu (i) va (ii) khong zdy ra thi I.(C1,Cs) = &.

Pinh ly 3.1.5. Cho C1,C5 € 8™ khong SDC. Gia st Cy khong suy
bién va C7'Cy cd dang Jordan thuc diag(Jy,...Jr, Jrg1,- -y Jdm),
véi Ji,...,J, la cdc khéi Jordan tuong tng vdi cde gid tri riéng
thuc A1, Ao, ..., A\ cla Cfng 0@ Jrg1,. .., Jdm la cdc khoi Jordan
tuong dng vdi cdc gid tri riéng phic \; = a; £ ib;,a;,b; € R0 =
r+1,r+2,...,m cia 01_102'

(Z) Néu Cl >0 the 12(01702) = {0},

(i) Néu Cy 3} 0 va 6 gid tri riéng thuc N\ # 0 ciia Cfng sao
1 1

cho Oy + [ —— ) Cy = 0 then I.(C1,C3) = { —— ¢ ;
)\l )\l

(iii) Néu (i) va (ii) khong xdy ra thi I.(C1,Co) = &.

Pinh ly 3.1.6. Cho Cy,C5 € 8™ la hai ma tran khong SDC va
suy bién sao cho Cy vi Cy ¢6 dang (3.1) hodc (3.2) vdi Ay # 0.
Gid st I.(A1, By) = [a,b],a < b. Khi d6, néu a ¢ I-(Cy,C3) va
b¢ I.(C,Cy) thi I-(Cy,Cy) = .
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3.2 Giai bai toan quy hoach toan phuong
vGi cac rang budc toan phuong
Bai toan quy hoach toan phuong véi m rang budc toan phuong
(QCQP) c6 dang sau

min  fo(z) = 27 Coz + al'x

Pn
(Pum) st.  fi(z)=2TCix +alz+0, <0, i=1,2,...,m,

v6i C; € 8™, x,a; € R™ va b; € R. Ta chi ra rang néu Cy, ..., C,, 1a
R-SDC, (P,,) dudc néi 16ng vé bai todn nén bac hai 16i

min  fo(y, 2) = ozgz + ﬁoTy
(SPy,) st. fily,2)=alz+ €y +0; <0, i=1,2,...,m,
yf SZJ,] = 1,2,...,n.

(SP,,) c6 thé gidi duge bang Thuat todn diém trong [21].
3.3 Ung dung cho tim cuc dai cta tong
ty sd6 Rayleigh suy rong

Chiing ta xét cic truong hop don gidn nhat cia tong:

2T Az 2T Asz

3.5
N T Br T By (35)
v6i By > 0, By > 0. Bang phép d6i bién, (3.5) duge dua vé
T
T y Ay
max y Dy + , B> 0. 3.6
lul=1 y" By (36)

Dinh 1y 3.3.1. ([72]) Néu A, B, D la R-SDC bdi ma tran truc giao
th (3.6) suy bién vé bai todn cuc dai ham mét bién trén mot khodng
dong.
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Két luan

Trong ludn an nay, bai toan SDC cdc ma tran Hermite va
cédc ma tran déi xing thyc da duge gidi quyét. Két qua thu duge
trong ludn 4n khong chi trén phuong dién 1y thuyét ma con cé ¥
nghia trén phuong dién tinh todn. M6t mat, ching t6i dwa ra céic
diéu kién can va di cho mot ho cdc ma tran Hermite hodc ma tran
d6i xing thuc 1a SDC. Dong thdsi ching t6i cling da dé xuit mot
thudt toan véi thoi gian da thiic dé giai bai toan SDC céc ma tran
Hermite, cing v6i mot sd tinh todn minh hoa cic thuit toidn véi
MATLAB. Céc két qua trong phan nay ngay lap titc ding véi céc
ma tran Hermite thue, dugc biét dén nhu mét bai todn mé duge dat
ra trong Bai toan 12 [30]. Ngoai ra, thuit todn chinh trong phan
nay c6 thé duge ap dung dé giai bai toan SDC cho ma tran vudng
tlly ¥ bang céch viét cédc ma tran vudéng thanh hai phan Hermite
va phan Hermite. Mt khéac, ching toi phét trién phuong phép cta
Jiang va Li [37] tit hai ma tran 1én nhiéu ma tran déi xtmg thyc.

1. Céc két qua ve bai toan SDC cac ma tran Hermite

o Dua ra thuit toan dé giai bai toan SDC céc ma tran
Hermite giao hodn (xem Thuét todn 3).

« Giai bai toan SDC cidc ma tran Hermite bang phuong
phép hang cuc dai (xem Dinh 1y 2.1.4 va Thut todn 4).

« Dé xuat phuong phap tua Schmiidgen tim hang cuc dai
clia ma tran chim Hermite (xem Dinh 1y 2.1.2 va Thuét
todn 2).

o Pua ra mot sé diéu kién tuong duong lién quan dén su
ton tai moét ma trdn xdc dinh duong théa man mot hé
phuong trinh tuyén tinh (xem Dinh 1y 2.1.5).

o Tit d6, dé xudt mot thuit todn gidi tron ven bai toin
SDC cdc ma tran Hermite thyc hodc phitc (xem Thudt
todn 6).
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2. Céc két qua ve bai toan SDC céc ma tran dbi xting thuc

e Dua ra mét diéu kién can va da dé mét ho céc ma tran
déi xtmg thye 1a SDC (xem Dinh Iy 2.2.2 cho ho khong
suy bién va Dinh ly 2.2.3 cho ho suy bién). Cac két qua
nay 14 moét su tong quat va bd sung phuong phip ciia

Jiang va Li [37] cho hai ma tran.

« Dé xuit mot phuong phap quy nap dé giai bai toan SDC
cho ho cdc ma tran suy bién. Phuong phap nay gitp
chuyén viéc nghién ctru tinh SDC ctia ho ma tran suy
bién vé nghién ctu tinh SDC ctia ho ma trén khong suy
bién c6 cap nhé hon, dudc chi ra & Dinh 1y 2.2.3. Ngoai
ra, chiing t6i nhan thiy két qua ctia Jiang va Li [37] chua
day dii. Vi thé ching toi b6 sung vio trong Ludn an nay,
xem B6 dé 1.2.7 va Dinh 1y 1.2.1.

o Tit d6, dé xuat cac thuit todn tuong ting dé giai bai todn
SDC cho ho khong suy bién va ho suy bién (xem Thuét
toan 7 va Thuat todn 8).

3. Chung t6i 4p dung céc két qua dat dudc trén day clia bai todn
SDC dé giai quyét mot s6 van dé sau:

o Tinh khoang ntta xac dinh duong ctia ma tran chum Cy +
uCs (xem cdc DPinh 1y 3.1.1; 3.1.2; 3.1.3; 3.1.4; 3.1.5 va
3.1.6).

o T dé, ing dung khoang nita xéc dinh duong dé giai triét
dé bai todan GTRS (xem Dinh 1y 3.2.1, 3.2.2)

« Giai lai cdc bai toan QCQP thuan nhat, bai toan cuc dai

clia téng ty sd Rayleigh suy rong véi diéu kién cdc ma
tran 14 SDC.
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Huéng nghién ctu

Bai toan SDC da dugc giai quyét hoan toan trén trudng sb
thuc R va s6 phitc C. Mot cau hdi ty nhién 13 liéu két qua SDC da
dat dugc c6 con dung trén trudng hitu han khong? dang trén vanh
giao hoan c¢6 don vi khong? Hon nita, 16p cdc ma tran SDC la nhé.
Diéu nay dit ra mot cdu hoi 14 c6 thé lam nhidu trén céc ma tran
sao cho ho khéng SDC tré thanh SDC? Mot sé huéng nghién ctu
ctia ching t6i trong tuong lai gan gom:

1. Nghién cttu bai toan SDC trén truong httu han, trén vanh giao
hoan ¢6 don vi;

2. Bai todn xap xi mo6t ho ma tran v6i mot ho ma tran SDC, goi
t&t 14 ASDC: Gid sit cdc ma tran Cq, Cs, . . ., Cyy, khéng SDC,
véi € > 0, tim cdc ma tran E;, | E;| < € sao cho Cy + Eq,Cs +
E,,...,Cp+ E,, 13 SDC. Mot vai két qua veé bai todn ASDC
ddi v6i hai ma tran thuc va ba ma tran phic c6 thé tim trong
[50], [61], [58].

3. Kham phéa cac ting dung ctia bai todn SDC.
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